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Logarithmengesetze

IOga(b> + IOga(C) = IOga (b ’ C)
loga(b) - lOga(C) = loga (b/C)
loga (bc) =cC- loga(b)

Ableitungsregeln

D(u+v)=u +

D(u-v) =u'v+v'u
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1 Einfithrung

Mazximum Likelihood bedeutet soviel wie “Methode der grofiten Mutmaflichkeit”, diese
Methode wurde von dem australischen Statistiker Ronald Aylmer Fisher (1890-1962)
entwickelt.

2 Beispiel

Bevor zwei Studenten per Miinzwurf entscheiden, wer die Rechnung zahlt, soll sicherge-
stellt werden, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir Kopf und Zahl in etwa gleich sind.
Beim sechsmaligen Wurf erhalten sie die folgende Reihe: K, K, Z, Z, K, Z

Die Zufallsvariable X “Auftreten von Kopf” ist dabei bernoulli-verteilt. Wenn die wahre

Wahrscheinlichkeit fiir "Kopf” p = 0.1 betragen wiirde, wire die Wahrscheinlichkeit,
genau diese Reihe zu erhalten:

0.1%-0.9% = 0.000729

Bei einer wahren Wahrscheinlichkeit von p = 0.5 wire diese Wahrscheinlichkeit:

0.5% - (1 — 0.5 == 0.015625

Der Wert p = 0.5 ist damit mutmafBlicher als p = 0.1.

Man spricht bewuft von Mutmaflichkeit und nicht von Wahrscheinlichkeit, denn die
Wahrscheinlichkeit p kennen wir nicht und die Reihenfolge K, K, Z, Z, K, Z hitte bei
jedem Wert von p (0 < p < 1) erzielt werden koénnen. Der Wert p = 0.5 ist nur mutmag-
licher als der Wert p = 0.1.

Zur Bestimmung des mutmaflichsten Wertes fiir p bilden wir die Likelihoodfunktion
und leiten diese anschliefend mit der Produktregel nach 6, unserem zu schéitzenden
Parameter ab.

Seien X1, ..., X,, unabhéingig identisch verteilte Stichprobenvariablenﬂ einer
Zufallsvariable X mit der Dichte f(x,#). Dann gilt fiir die gemeinsame Dichte

'Die einzelnen Ausprigungen sind auch Zufallsvariablen!



flay,..o ) = f(x1,0) - ...« f(zp,0) = ﬁf(:vl,e)

=1

Diese Funktion ist eine Funktion der z; und @, die Beobachtungen z; sind
dabei zufillige Realisationen der Stichprobenvariablen X7, ..., X,, wihrend
0 als fix angesehen wird. Vertauschen wir die Rollen der Parameter, so er-
halten wir die Likelihood-Funktion L mit fixen Beobachtungen und einem
variablen 6.

n

L(0) = L(x1, ..., 2,|0) = [] f(2:,0)

=1

Fiir unser Beispiel sieht die Likelihood-Funktion wie folgt aus:

£(1,1,0,0,1,0/0) =0-60-(1—-6)-(1—0)-0-(1—0)=6%-(1—6)3
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Abbildung 1: Plot der Likelihood-Funktion

Ableitung der Likelihood-Funktion:

2‘2‘:392-(1—6)3+93-3(1—9)2-(—1)éo



3602 (1-0)°—-6%-31-6)>2=0
302 . (1—0)° = 6% - 3(1 — 6)?

302-(1—60)(1—60)2=0-67-3(1—0)

Oftmals gestaltet sich die Ableitung der Log-Likelihoodfunktion einfacher als die Ab-
leitung der Likelihoodfunktion selbst, denn aus den Produkten werden hier durch die
Logarithmen-Gesetze Summen. Fiir unser Beispiel bedeutet das:

InL=ln (6% (1-0)°)

Inf=3-In(f)+3-In(l —0)

Aufldsen nach 0 ergibt auch hier § = 3/6 = z/n = z.

2.1 Exponentialverteilung

Wir haben n Werkstiicke, die jeweils im Zeitpunkt ¢; kaputt gingen. Um einen ML-
Schétzer fiir den Parameter A zu finden, bilden wir wieder die Likelihoodfunktion:

L(t1,ta,...,ty]0) = Hee—%
=1



Durch Vereinfachen erhalten wir:

L(ti,ta, ... tn]f) = 6" - e 02 imti

(Hinweis: a?¢ - a?? . gb¢ = ab(c+d+e))

Durch Logarithmieren erhalten wir die Log-Likelihoodfunktion, die wir anschlieend
nach 6 ableiten:

InL(ty,ta, ..., tal0) =n-In(0) —0-> t;
=1

Ol L(ty,ty, ..., tald) n N, v
00 0 Ztl_o

2.2 Poissonverteilung

Die Dichtefunktion der Poisson-Verteilung ist definiert als

xT

A -
fPo(xv)‘) = g - €

Als Likelihoodfunktion mit § = )\ erhalten wir fiir n Versuche:

n
P VA LA L D DD

E(x17$2>"'7$n‘>\) = xl' o x| 1'1' Tp!

und bilden wiederum die Log-Likelihoodfunktion, die wir dann ableiten.

n n

InL(z1,z2,...,2,|A) = —n- A+ (In ) le - ln(H x;!)



2.3 Normalverteilung
2.3.1 Schéatzen von

Die Dichtefunktion der Normalverteilung ist definiert als:

f(0.0.2) = —p—e ()’

Erhalten wir bei der n-fachen Durchfithrung eines Zufallsexperiments n Realisationen
der Zufallsvariable X, konnen wir die Likelihoodfunktion fiir 6 = p als Produkt der
Normalverteilungen dieser n Versuche bestimmen:

1 Z?:17<zé;6)2

E(ZU]_,... 7:17”,0"9) = me

Anders aufgeschrieben:

n z;—6 2
L(z1,...,Tpn,0/0) = (\/%0)7" L et ( 20 )

Durch Logarithmieren erhalten wir die Log-Likelihoodfunktion.

—n _Z?: (Ii_g)Q
InL(z1,...,25,0]0) =In ((\/%0) -62};2>
n . _N)\2
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OlnL(z1,...,xn,0|0) _ =2 Yomeq (i —0)(—1) _ Yoz — )

!
00 202 o2 =0

Das arithmetische Mittel Z ist also der Maximum-Likelihood Schétzer fiir p.

2.3.2 Schatzen von o

Um den ML-Schétzer fiir die Varianz zu bestimmen, bilden wir die partielle Ableitung
der Likelihoodfunktion nach o2 (Unser zu schitzender Parameter ist jetzt o2, u wird als
bekannt angesehen).

Cn o (@02
InL(xy1,...,2n,1|0) =1n (\/2719) e 202

OlnL(xy,...,70,pu0) 1 1 _3 A 5 1
00 ] 5'( 2)-0 ';(ﬂfz p)” =0
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